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CLASSES CARACT¶ERISTIQUES R¶EELLES




This work is a contribution to study residues of real character-
istic classes of vector bundles on which act compact Lie groups.
By using the •Cech-De Rham complex, the realisation of the usuel
Thom isomorphism’s permites us to illustrate localisation’s tech-
nics of some topological invariants.
1. Introduction
Etant donn¶e » = (E …! V ) un flbr¶e vectoriel sur lequel opµere difi¶eren-
tiablement un groupe de Lie compact G, tel que l’action de G sur V
soit quasi-libre (c’est µa dire tous les groupes d’isotropie sont discrets) , il
est bien connu que les classes caract¶eristiques de dimension sup¶erieure ou
¶egale µa dimV ¡dimG+1 d’un tel flbr¶e sont nulles; la raison g¶eom¶etrique
en est l’existence d’une connexion sp¶eciale de courbure R basique (c’est
µa dire i(X)R = 0 pour tout champ de vecteurs fondamental X).
Ce th¶eorµeme d’annulation donnait naissance µa un problµeme de r¶esidus:
\D¶ecrire, quand l’action n’est plus quasi-libre, la localisation
des classes caract¶eristiques de dimension sup¶erieure ou ¶egale µa
dimV ¡dimG+1 d’un G-flbr¶e vectoriel, autour du lieu singulierPG qui
est l’ensemble des points de V oµu le groupe d’isotropie n’est pas discret."
Ce problµeme a ¶et¶e r¶esolu par P. Baum-J. Cheeger lorsque G = S1
(cf. [5]) puis sous certaines conditions par F. G¶omez lorsque G est un
tore (cf. [7]), et en suite par N. Alamo-F. G¶omez dans une situation plus
g¶en¶erale (cf. [2]).
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Ce qu’on se propose de faire c’est d’¶etudier la situation suivante:
» = (E …! V ) est un K£T r-flbr¶e vectoriel (oµu K est compact connexe,
et T r = Rr=Zr le tore r¶eel de dimension r) tel que:
(i) K opµere quasi-librement sur V .
(ii) Il existe un vecteur non nul h0 2 Rr; (Rr = l’algµebre de Lie
de T r), dont le champ de vecteurs fondamental associ¶e Xh0 est
transverse aux orbites de l’action de K sur V ¡ Z¶ero(Xh0).
Comme exemple d’une telle situation (voir 5.14).
Le papier sera organis¶e de la fa»con suivante:
Le paragraphe 2 est consacr¶e µa la r¶ealisation de l’isomorphisme de
Thom dans le complexe de •Cech-De Rham, et son application µa des
problµemes de r¶esidus.
Au paragraphe 3 nous faisons des rappels sur les actions difi¶erentiables
de groupes de Lie sur les flbr¶es vectoriels, et nous d¶emontrons un lemme
technique sur l’existence d’une connexion sp¶eciale.
Au paragraphe 5 nous donnons une formule de r¶esidus du type
P. Baum-J. Cheeger et F. G¶omez; le Th¶eorµeme 5.15 en sera le r¶esultat
fondamental.
Notations. L’algµebre difi¶erentielle gradu¶ee des formes difi¶erentielles
C1 sur une vari¶et¶e difi¶erentiable B sera not¶e ›⁄(B). Un flbr¶e localement
trivial, C1, orient¶e, (E …! B), de flbre F , sera souvent d¶esign¶e par
(E; …;B; F ) un flbr¶e vectoriel r¶eel C1. On d¶esignera alors par ›⁄F (E)
l’espace gradu¶e des formes difi¶erentielles µa support \compact dans la
direction de la flbre" (cf. [8]). On note  
R
Dr
: ›⁄F (E) ! ›⁄¡r(B), oµu
r = dimF , l’op¶erateur d’int¶egration le long de la flbre (cf. [3], [8]),







2. Isomorphisme de Thom
2.1. Cas d’un flbr¶e vectoriel.
Soit (M;…;W;Rr) un flbr¶e vectoriel r¶eel C1 orient¶e. On considµere
l’algµebre difi¶erentielle gradu¶ee (C⁄(M;M ¡W ); D) d¶eflnie par:
C⁄(M;M ¡ W ) = ›⁄(M)L›⁄¡1(M ¡ W ) avec la difi¶erentielle
D(fl; °) = (dfl;¡d°+fl) et le produit (fl; °) ^ (fl0; °0) = (fl ^fl0; ° ^fl0).
(La base W du flbr¶e ¶etant identifl¶ee µa son image par la section nulle).
La cohomologie de cette algµebre difi¶erentielle s’identifle naturellement
µa la cohomologie relative H⁄(M;M ¡W;R), (cf. [12]).
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Munissons le flbr¶e vectoriel (M;…;W;Rr) d’une m¶etrique riemanni-
enne h:i, et posons pour tout " > 0:
M" = fz 2M; hz; zi • "g
@M" = fz 2M; hz; zi = "g
et
–
M" = fz 2M; hz; zi < "g :
Ce sont les espaces totaux de flbr¶es C1 localement triviaux, canonique-
ment orient¶es, de flbres respectives D", @D" et
–
D":











Pour " = 1, on pose
DM = M1; SM = @M1
Dr = D1 et Sr¡1 = @D1:
Pour toute forme difi¶erentielle homogµene fl 2 ›k(M), l’int¶egrale le long
de la flbre Dr de la restriction de fl µa DM est une forme difi¶erentielle





(fljDM ) 2 ›k¡r(W ):





(°jSM ) 2 ›k¡r(W ):

















c’est une application lin¶eaire homogµene de degr¶e ¡r.
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R –D = (¡1)rd– R , induit donc, en cohomologie une application lin¶eaire
H( 
R
) : H⁄(M;M ¡W )! H⁄¡r(W ), homogµene de degr¶e ¡r.
Th¶eorµeme 2.3 (Isomorphisme de Thom). H( 
R
) est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels gradu¶es.
D¶emonstration:
1er cas: W est un point.
On a alors l’identiflcation M = Rr et W = f0g.
On sait que
Hk(Rr;Rr ¡ f0g) =
‰
0 si k < r




R si k = 0
0 si non:
De plus, il est facile de voir que dans ce cas, l’application Hk( 
R
) :
Hk(Rr;Rr ¡ f0g) ! Hk¡r(f0g) s’identifle µa l’application nulle, sauf
pour k = r.
On en d¶eduit qu’il su–t de montrer que l’application Hr( 
R
) :
Hr(Rr;Rr ¡ f0g)! R est surjective.
Or puisque (Rr ¡ f0g) se r¶etracte par d¶eformations sur la
sphµere unit¶e Sr¡1, on en d¶eduit l’existence d’une forme difi¶erentielle
°2›r¡1(Rr¡f0g) telle que  R




Ceci achµeve la d¶emonstration du 1er cas.
2µeme cas: W = Rn.
Le flbr¶e (M;…;W;Rr) s’identifle alors au flbr¶e trivial:
(Rn £Rr; …;Rn;Rr) oµu … est la projection canonique.
L’injection i = Rr ! Rn£Rr, i(z) = (0; z), induit de fa»con naturelle
un homomorphisme difi¶erentiel [i⁄] :C⁄(M;M¡f0g)!C⁄(Rr;Rr¡f0g),
tel que le diagramme suivant commute:
0 ¡¡¡¡¡! ›⁄(M ¡ f0g) i¡¡¡¡¡! C⁄(M;M ¡ f0g) p¡¡¡¡¡! ›⁄(M) ¡¡¡¡¡! 0??yi⁄ ??y[i⁄] ??yi⁄
0 ¡¡¡¡¡! ›⁄(Rr ¡ f0g) ¡¡¡¡¡! C⁄(Rr;Rr ¡ f0g) ¡¡¡¡¡! ›⁄(Rr) ¡¡¡¡¡! 0
(avec: i(°) = (0; °) et p(fl; °) = fl):
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Les autres °µeches sont d¶eflnies de maniµere analogue.
Le lemme des cinq permet d’en d¶eduire que [i⁄] induit un isomorphisme
en cohomologie.
D’autre part, on v¶erifle aisement la commutativit¶e du diagramme suiv-
ant:
C⁄(Rr;Rr ¡ f0g) [i








d¶esigne \l’int¶egration le long de la flbre" associ¶e au flbr¶e
trivial Rr ! f0g.
On en d¶eduit, d’aprµes le premier cas, que  
R
induit un isomorphisme
en cohomologie. Ceci achµeve l’¶etude du 2µeme cas.
Cas g¶en¶eral:
Lemme 2.4. Soit fU; V g un recouvrement ouvert de W .
La suite exacte de Mayer-Vietoris (cf. [8]):
0! ›⁄(M)! ›⁄(MjU )
M
›⁄(MjV )! ›⁄(MjU\V )! 0
permet alors de construire une suite exacte courte:
0! C⁄ ! C⁄U
M
C⁄V ! C⁄U\V ! 0
oµu: C⁄ = C⁄(M;M ¡W ), et C⁄µ = C⁄(Mjµ ;Mjµ ¡W ) pour tout ouvert
µ de W . De plus, on a un diagramme commutatif naturel:
0 ¡¡¡¡¡! C⁄ ¡¡¡¡¡! C⁄U
L
C⁄V ¡¡¡¡¡! C⁄U\V ¡¡¡¡¡! 0??y R ??y R L R ??y R
0 ¡¡¡¡¡! ›⁄¡r(W ) ¡¡¡¡¡! ›⁄¡r(U)
L
›⁄¡r(V ) ¡¡¡¡¡! ›⁄¡r(U \ V ) ¡¡¡¡¡! 0
Lemme 2.5. Supposons (Ufi)fi une partition par des ouverts de W :
W = qfiUfi.
Le diagramme suivant est alors commutatif:





(’ et ˆ ¶etant les morphismes de restrictions).
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La preuve des Lemmes 2.4 et 2.5 se d¶eduit de la naturalit¶e de l’int¶e-
gration le long de la flbre.
La d¶emonstration du th¶eorµeme se d¶eduit de la me^me maniµere que celle
faite dans [8, p. 352 et p. 197].
Il nous reste µa montrer que l’isomorphisme pr¶ec¶edent co˜‡ncide avec
l’inverse de celui de Thom (voir Proposition 2.6).
2.2. Comparaison avec autre r¶ealisation de l’isomorphisme
de Thom.
Soit (M;…;W;Rr) un flbr¶e vectoriel r¶eel C1, orient¶e, riemannien.
On d¶eflnit l’algµebre difi¶erentielle gradu¶ee:
C⁄(M;M ¡M1=2) = ›⁄(M)
M
›⁄¡1(M ¡M1=2)
muni de la difi¶erentielle
D(fl; °) = (dfl;¡d° + fl)
et du produit
(fl; °) ^ (fl0; °0) = (fl ^ fl0; ° ^ fl0):
Il est facile de remarquer, puisque M¡M1=2 se r¶etracte par d¶eformations
sur SM , que l’homomorphisme de restriction de C⁄(M;M ¡ W ) vers
C⁄(M;M ¡M1=2) induit un isomorphisme d’algµebre en cohomologie.
L’int¶egration le long de la flbre du paragraphe 2.1 se prolonge triviale-
ment au complexe C⁄(M;M¡M1=2). D’autre part, pour tout " 2 ]0; 1=2[
on a une injection naturelle dans ce complexe de l’algµebre difi¶erentielle
des formes difi¶erentielles µa support \compact dans la direction de la fl-




M") ,! C⁄(M;M ¡M1=2), d¶eflnie par j"(fl) = (fl; 0) le
premier facteur d¶esigne l’extension naturelle de fl par z¶ero.
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On en d¶eduit, en particulier, que l’application j" induit un isomorphisme




















Soit maintenant V une vari¶et¶e difi¶erentiable, W une sous-vari¶et¶e
ferm¶ee de V , dont le flbr¶e normale (N(W ); …;W;Rr) est orientable
(r = dimV ¡ dimW ). En utilisant l’existence d’un voisinage tubu-
laire de W , on en d¶eduit que H⁄(C⁄(N(W ); N(W ) ¡ W )) s’identifle
µa H⁄(V; V ¡ W ; R), de telle fa»con que l’inverse de l’isomorphisme de
Thom: H⁄(V; V ¡W ; R) »=! H⁄¡r(W ; R), est induit par l’application
 
R




Soit donc (U; …;W ) un voisinage tubulaire de W dans V (U ¶etant iden-
tifl¶e µa l’espace total du flbr¶e normal N(W ), de telle fa»con que l’injection
naturelle de W dans U s’identifle avec la section nulle du flbr¶e vecto-
riel). On d¶esigne par MV (U)⁄ le complexe de •Cech-De Rham associ¶e au
recouvrement ouvert de V : U = 'V ¡ U1=2; U“,






D(fi; fl; °) = (dfi; dfl;¡d° + fl ¡ fi)
et la structure d’algµebre
(fi; fl; °) ^ (fi0; fl0; °0) = (fi ^ fi0; fl ^ fl0; ° ^ fl0 + (¡1)jfijfi ^ °0):
On rappelle que l’injection canonique, –0 : ›⁄(V ) ,! MV (U)⁄,
–0' = ('jV¡U1=2 ;'jU ; 0), induit un isomorphisme d’algµebre en cohomolo-
gie, H⁄(–0) : H⁄(V )
»=! H⁄(MV (U)⁄).
Notons i l’injection C⁄(U;U ¡ U1=2) ,!MV (U)⁄, i(fl; °) = (0; fl; °).
i commute aux difi¶erentielles, et induit donc un homomorhisme
d’algµebres en cohomologie, H⁄(i) : H⁄(V; V ¡W ; R)! H⁄(MV (U)⁄).
On d¶emontre alors facilement:
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)¡ˆ¡¡¡ HN¡k(V; V ¡W;R) H
⁄(i)¡¡¡¡! HN¡k(MV (U)⁄)
(e d¶esigne l’extension naturelle, id = identit¶e, N = dimV , n = dimW
et " 2 ⁄0; 12£).
Corollarie 2.7. Si la classe de cohomologie [w] d’une forme difi¶eren-
tielle ferm¶ee w 2 ›⁄DR(V ), co˜‡ncide avec la classe de cohomologie d’une
hyperforme ferm¶ee (0; fl; °) 2MV (U)⁄.
Alors: la classe de cohomologie [w] possµede un repr¶esentant dans
n’importe quel voisinage de W dans V ; autrement dit [w] possµede un
r¶esidu sur W , ou encore [w] se localise au voisinage de W .
Commentaires.
Etant donn¶ee une sous-vari¶et¶e W d’une vari¶et¶e difi¶erentiable V dont
le flbr¶e normal est orientable. Par composition de l’isomorphisme de
Thom: H⁄(W ; R)
»=! H⁄+r(V; V ¡W ; R), avec l’application naturelle:
H⁄+r(V; V ¡W ; R)! H⁄+r(V;R), on aura une °µeche naturelle:
H⁄(W ; R)! H⁄+r(V;R):
Dans certains problµemes g¶eom¶etriques de type \r¶esidus" (consistant par
exemple µa localiser ou µa calculer certains invariants topologiques de la
vari¶et¶e ambiante V ), cette °µeche est utilis¶ee pour lire certaines formules
oµu \le lieu singulier" est lisse.
La proposition pr¶ec¶edente nous donne deux r¶ealisation de cette °¶eche µa
l’aide du complexe de Mayer-Vietoris. Ce qui donnera l’avantage d’¶eviter
le choix de partition de l’unit¶e dans les calculs.
3. Rappels sur les actions difi¶erentiables de
groupes de Lie sur les flbr¶es vectoriels
3.1. D¶eflnitions.
Soit G un groupe de Lie op¶erant difi¶erentiablement µa gauche sur un
flbr¶e vectoriel » = (E …! V ). Un tel flbr¶e s’appellera G-flbr¶e vectoriel.
On notera ¡(») le C1(V )-module des sections de ».
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Pour g 2 G, ¾ 2 ¡(»), on d¶eflnit g:¾ 2 ¡(») en posant:
(g:¾(x) = g¾(g¡1x) pour x 2 V:
Pour tout h ¶el¶ement de l’algµebre de Lie G de G, on d¶esignera par






((exp th):¾)(x); pour x 2 V:
S’il n’y a pas de confusion possible, cet op¶erateur sera not¶e µh.
Le champ de vecteurs fondamental sur V associ¶e µa h 2 G, sera d¶esign¶e
par ¡Xh, soit




(exp th)x; pour x 2 V:
L’action de G sur V sera dite quasi-libre si en tout point x 2 V , le groupe
d’isotropie Gx = fg 2 G=gx = xg est un sous-groupe discret de G.
3.2. Propri¶et¶es (rappels).
1. µh(f¾) = (Xhf)¾ + f(µh¾), pour tout h 2 G, ¾ 2 ¡(»), et
f 2 C1(V ).
2. Pour tout h; k 2 G on a:
i) µ[h;k] = µh – µk
ii) X[h;k] = [Xh; Xk] :
3. Si h ; i est une m¶etrique riemannienne G-invariante sur ». Alors
Xh: h¾; ¿i = hµh¾; ¿i+ h¾; µh¿i ; pour tout ¾; ¿ 2 ¡(»):
4. i) r est une connexion riemanienne si et seulement si
X: h¾; ¿i = hrX¾; ¿i+ h¾;rX¿i
pour tout ¾; ¿ 2 ¡(»), et X 2 ´(V ) = ¡(¡V ).
ii) Si r est G-invariante, alors on a:
µh – rY ¡rY – µh = r[Xh;Y ] pour tout Y 2 ´(V ):
5. Pour tout r connexion lin¶eaire sur », et h 2 G, on d¶eflnit l’op¶e-
rateur Sh = µh ¡rXh , on a alors:
i) Sh 2 HomC1(V )(¡(»)), et par suite d¶eflnit une section du
flbr¶e des endomorphismes de ». Soit Sh 2 ¡(End »).
ii) Si la connexion r pr¶eserve une m¶etrique riemannienne G-
invariante h ; i, alors Sh est antisym¶etrique.
iii) Si r est G-invariante, de courbure R, alors
rSh = i(Xh)R:
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4. Lemme technique (existence d’une connexion sp¶eciale)
Lemme 4.8. Soit » = (E …! V ) un G-flbr¶e vectoriel (oµu G est con-
nexe) tel que l’action de G sur V soit quasi-libre.
On suppose l’existence sur »:
- d’une m¶etrique riemannienne h ; i, G-invariante,
- d’une connexion G-invariante r, pr¶eservant h ; i, telle que
rXh = µh 8h 2 G,
- d’une section ¾ de » partout non nulle, telle que µh¾ = 0 8h 2 G.
Alors il existe sur » une connexion G-invariante r–, pr¶eservant la
m¶etrique h ; i, telle que:






= 0, (oµu k¾k = ph¾; ¾i).
D¶emonstration du lemme: G ¶etant connexe et µh¾ = 0 pour tout
h 2 G, on en d¶eduit que la section ¾ est G-¶equivariante, et par suite le
sous flbr¶e vectoriel trivial de rang un L = (L …! V ) (oµu L = qx2V Lx,
Lx = ft¾(x)=t 2 Rg) est G-stable.
D’oµu l’existence d’un flbr¶e vectoriel »0 = (E0
…! V ) suppl¶ementaire




On d¶esignera alors par p : ¡(»)! ¡(»0) l’op¶erateur de projection associ¶e
µa cette d¶ecomposition.
D¶eflnissions ensuite r– connexion lin¶eaire sur », en posant:






On v¶erifle facilement que r– pr¶eserve la m¶etrique h i. Montrer ensuite
que r– est G-invariante revient µa v¶erifler les deux propositions suivantes:
i)
µh(r–Y ¿)¡r–Y (µh¿) = r–[Xh;Y ]¿
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La premiµere proposition est satisfaite puisque r est G-invariante et que
l’op¶erateur µh commute avec p (»0 et L sont G-stables).

























2 k¾k3 ((Xh: h¾; ¾i)¾) = 0
(car r pr¶eserve la m¶etrique h ; i et rXh¾ = µh¾ = 0).
Remarque 4.9. L’application de ce lemme se verra au paragraphe
suivant.
Corollaire 4.10. Soit » = E …! V un G-flbr¶e vectoriel (oµu G est
compact connexe), tel que l’action de G sur V soit quasi-libre.
On suppose l’existence d’une section ¾ 2 ¡(») partout non nulle et
G-¶equivariante.
Alors il existe une m¶etrique riemannienne h ; i G-invariante sur », et






et rXh = µh pour tout h 2 G.
Exemple 4.11. Soit G un groupe de Lie compact op¶erant difi¶eren-
tiablement sur une vari¶et¶e difi¶erentiable V ; et soit W une sous-vari¶et¶e
ferm¶ee de V , qui est G-stable.
Il existe alors ([4]) un voisinage tubulaire G-stable de W dans V , not¶e
(U; …;W ).
(On appelle ainsi les donn¶ees:
- d’un voisinage ouvert G-stable U de W dans V ,
- d’une m¶etrique riemannienne G-invariante sur N(W ) flbr¶e normal
de W dans V ,
- d’un difi¶eomorphisme G-¶equivariant de N(W ) sur U ¶echangeant
la section nulle de N(W ) et l’inclusion naturelle de W dans U ,
… : U ! W d¶esignant la \r¶etraction locale" correspondante µa la
projection du flbr¶e N(W )!W par ce difi¶eomorphisme).
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D¶esignons par · la restriction µa U ¡ W du flbr¶e tangent vertical
Ker(d…). · est un G-flbr¶e vectoriel poss¶edant une section partout non
nulle et G-¶equivariante. En efiet, soit Z le champ de vecteurs transversal
d¶eflni par le groupe µa un paramµetre (t; z) 7! et:z de R£ (U ¡W ) dans
(U¡W ), (le produit externe provient de la structure vectorielle existante
sur les flbres de U). Z d¶eflnit une section de · partout non nulle, qui est












5. Formule de r¶esidus
et actions de groupes de Lie compacts
Soient K un groupe de Lie compact connexe de dimension s,
T r = Rr=Zr le tore r¶eel de dimension r, » = (E …! V ) un K £ T r-
flbr¶e vectoriel, tels que:
(i) K opµere quasi-librement sur V ,
(ii) il existe un vecteur non nul h0 2 Rr, (Rr = l’algµebre de Lie
de T r), dont le champ de vecteurs fondamental associ¶e Xh0 est
transverse aux orbites de l’action de K sur (V ¡ Z¶ero(Xh0)).
Remarque 5.12. Dans cette situation on d¶emontre le th¶eorµeme ci-
dessous, qui lorsque K est le groupe unit¶e on retrouve le r¶esultat de
Baum-Cheeger [5].
Remarque 5.13. Comme nous a ¶et¶e signal¶e par F. G¶omez, les
donn¶ees ci-dessus sont aussi ¶equivalentes µa la donn¶ee d’un K £ T q-flbr¶e
vectoriel » = (E …! V ) tel que:
(i) K groupe de Lie compact connexe op¶erant quasi-librement sur V ,
(ii)’ dim(K £ T q)x < q, pour tout x 2 V ¡ V T q (V T q ¶etant le lieu des
points flxes par l’action du tore T q).
En efiet,
Soit h0 2 Rq tel que fexp th0=t 2 Rg soit dense dans T q. Alors
Z¶ero(Xh0) = V
T q et Xh0 est transverse aux orbites de K dans V ¡V T
q
;
puisque si Xh0 est tangent en x µa l’orbite K:x, il en sera ainsi en tout
point y de K:x, et par suite la courbe t 7! exp(th0):x est continue
dans K:x, d’oµu T q:x ‰ K:x, ce qui implique (K £ T q):x = K:x; or
dim(K:x) = dimK, on obtient alors dim(K £ T q)x = q ce qui contredit
(ii)’.
Classes caract¶eristiques de G-fibr¶es 371
R¶eciproquement, l’hypothµese (ii) implique l’existence d’un sous tore T q
de T r tel que fexp th0=t 2 Rg soit dense dans T q, et Xh0 est transverse
aux orbites de K sur V ¡ V T q . On a alors dim(K £ T q)x < q pour
tout x 2 V ¡ V T q ; en efiet, l’action de K sur V ¶etant quasi-libre, on en
d¶eduit que pour x 2 V ¡ V T q on a dim(K £ T q)x • q, supposons que
dim(K £ T q)x = q alors dim(K £ T q):x = dim(K:x), d’oµu (K £ T q):x =
K:x, en particulier T q:x ‰ K:x, ce qui contredit le fait que Xh0 est
transverse µa K:x:
Exemple 5.14. Soit T q £ W ! W une action d’un tore T q sur
une vari¶et¶e difi¶erentiable W telle que sur W ¡WT q l’action soit quasi-
libre (c’est notamment le cas si q = 1). Soit H un sous groupe de Lie
flni de T q, et soit K un groupe de Lie compact connexe contenant H.
Consid¶erons alors l’espace topologique quotient de K£W par la relation
d’equivalence:
(k; x) » (kh; h¡1:x) pour h 2 H; (k 2 K et x 2W ):
Posons alors V = K £H W l’ensemble de ces classes d’equivalences
(k; x). V est une vari¶et¶e difi¶erentiable, c’est en fait l’espace total d’un
flbr¶e localement trivial de flbre W et de base K=H. Le groupe de Lie
K £ T q opµere sur V par
(a; t):(k; x) = (ak; tx) pour a 2 K et t 2 T q:
Il est alors facile de voir qu’une telle action est bien d¶eflnie et qu’elle
satisfait au conditions i) et ii) ci-dessus. On prendra alors pour (E …! V )
n’importe quel G-flbr¶e au dessus de V , par exemple le flbr¶e tangent µa V .
Rappels. Soit V une vari¶et¶e difi¶erentiable orient¶ee, sur laquelle un
tore H opµere difi¶erentiablement. Il est bien connu que chaque com-
posante connexe du lieu des points flxes V H est munie d’une structure
de sous vari¶et¶e ferm¶ee orient¶ee difi¶erentiable. (Il su–t, pour le voir,
de penser µa l’utilisation de cartes g¶eod¶esiques associ¶ees µa une m¶etrique
riemannienne H-invariante sur V , ou plus g¶en¶eralement le modµele de
Koszul. Ils permettent en efiet de d¶ecrire l’action µa partir de repr¶esenta-
tions lin¶eaires de groupes, respectivement au voisinage d’un point ou au
voisinage d’une orbite.) De plus, on peut v¶erifler que la codimension de
telles sous-vari¶et¶es est paire, et ceci en exhibant pour x ¶el¶ement de V H ,
un automorphisme antisym¶etrique de l’espace vectoriel normal en x µa la
composante connexe de V H contenant ce point.
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Th¶eorµeme 5.15. Soit » = (E …! V ) un K£T r-flbr¶e vectoriel comme
ci-dessus (oµu V est suppos¶ee orient¶ee, non n¶ecessairement compacte, de
dimension N). Alors
a) Les classes caract¶eristiques du flbr¶e » de dimension sup¶erieure ou
¶egale µa (N ¡ s+ 1) sont nulles.
b) Les classes caract¶eristiques de dimension ¶egale µa (N ¡ s) ont un
r¶esidu sur Z¶ero(Xh0).
c) Si ’(») 2 H2l(V ) d¶esigne une classe caract¶eristique du flbr¶e vec-











(avec: ¡N = dimV ,
- Z¶ero(Xh0) = qi2IWi, Wi composante connexe de Z¶ero(Xh0)
de dimension ¶egale µa N ¡ 2mi.
- (fl)2l¡2mi d¶esigne la composante de degr¶e 2l¡2mi de la forme
difi¶erentielle ferm¶ee fl.
- [(fl)2l¡2mi ] d¶esigne la classe de cohomologie de ce cocycle.
- T ⁄i : H
⁄¡2mi(Wi) ! H⁄(V ) est la compos¶ee de l’isomor-
phisme de Thom H⁄¡2mi(Wi) ! H⁄(V; V ¡ Wi) et de la
°µeche naturelle H⁄(V; V ¡Wi)! H⁄(V ).
- ’h0(»i) d¶esigne l’homorphisme de Chern-Weil g¶en¶eralis¶e
(cf. [7]) associ¶e au T r-flbr¶e vectoriel »i = restriction de »
µa Wi.
- ´mi est le polyno^me pfa–en d¶eflni sur l’algµebre de Lie des
matrices antisym¶etriques so(2mi).
- Ni = le flbr¶e vectoriel normal de Wi dans V ).
D¶emonstration: a) se d¶eduit imm¶ediatement de (i).
Posons K0 = K
L fth0=t 2 Rg, c’est une sous algµebre de Lie de
KLRr = algµebre de Lie de K £ T r, elle engendre donc un groupe
de Lie connexe K0 immerg¶e dans K £ T r de dimension ¶egale µa s+ 1.
Pour tout x 2 V , on v¶erifle ais¶ement que
dim(K0)x =
‰
0 si x 2 V ¡ Z¶ero(Xh0)
1 si x 2 Z¶ero(XXh0 ):
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L’action deK0 sur le flbr¶e » ¶etant induite par celle deK£T r, on en d¶eduit
l’existence de m¶etriques et connexions invariantes par K0 sur ». Et par
suite, les classes caract¶eristiques de » de dimensionN¡dimK0+1 = N¡s
se localisent sur Z¶ero(Xh0) c’est µa dire on a b).
c) La d¶ecomposition de Z¶ero(Xh0) en composantes connexes s’¶ecrit:
Z¶ero(Xh0) = qi2IWi, (chaque Wi est une sous vari¶et¶e connexe, ori-
ent¶ee, ferm¶ee dans V , de codimension 2mi).
On remarque que Z¶ero(Xh0) est K £ T r-stable, et que chaque com-
posante connexe Wi l’est aussi puisque K £ T r est connexe. D¶esormais,
on pose: G = K £ T r.
Pour tout i 2 I, on d¶esignera par (Ui; …i;Wi) un G-voisinage tubulaire
de Wi dans V (voir 4.11).
On suppose que les ouverts Ui sont disjoints deux µa deux. (De tels
donn¶ees existent toujours dµes lors que G est compact et Wi G-stable,
voir [4].)
On a ainsi un recouvrement naturel de V par deux ouverts G-stables:
U = fU–; U1g avec





Le complexe de Mayer-Vietoris associ¶e µa ce recouvrement est donn¶e par:














D(‚0; ‚1; ‚–1) = (d‚–; d‚1;¡d‚–1 + ‚1 ¡ ‚0)
(d d¶esignant la difi¶erentielle de De Rham).
Ce complexe difi¶erentiel permet de r¶ealiser la cohomologie singuliµere
r¶eelle de V . Un ¶el¶ement deMV (U)⁄ sera appel¶e \hyperforme de degr¶e ⁄",
relativement au recouvrement U .
Notons I⁄0(q) l’algµebre des polyno^mes sur l’algµebre de Lie des matrices
antisym¶etriques so(q), invariants par la repr¶esentation adjointe adO(q),
(oµu q = rang »), gradu¶ee en dimension paire.
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Pour tout couple de connexions
'r–;r1“:
r– connexion riemannienne sur le flbr¶e vectoriel riemannien
»– = (EjU–
…! U–):





(oµu 4wfi d¶esigne l’homomorhisme de Chern-Weil usuel, (fi = 0; 1).
4w–w1 c’est l’op¶erateur difi¶erence de Bott associ¶e au couple de connex-
ions
'r–;r1“; il satisfait l’¶egalit¶e d – 4w–w1 = 4w1 ¡4w– (cf. [3])).
La classe de cohomologie [„w–w1(’)] 2 H2l(V ) est ind¶ependante du
choix du couple (r–;r1), et permet de d¶eflnir la classe caract¶eristique
’(») 2 H2l(V ) du flbr¶e vectoriel » associ¶ee au polyno^me ’.
S’il est possible de choisir r– comme ’-connexion (c’est µa dire
















- (¡T ⁄i : H⁄¡2mi(Wi)! H⁄(V ) est la compos¶ee de l’isomorphisme
de Thom H⁄¡2mi(Wi)! H⁄(V; V ¡Wi) et de la °µeche naturelle




d¶esigne l’op¶erateur d’int¶egration le long de la flbre associ¶e au




Smi¡1 l’op¶erateur associ¶e au flbr¶e en sphµeres du flbr¶e vectoriel
riemannien (Ui
…i!Wi)).
Ainsi pour r¶esoudre la question c), il su–t de faire un choix judicieux
des connexions r– et r1 de fa»con que:


















pour tout i 2 I, c’est ce qu’on va ¶etablir.
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Pour tout i 2 I, on se donne d¶esormais un isomorphisme G-¶equivariant
'i = »Ui
»=! …1i (»i)
(oµu »Ui = (EjUi
…! Ui) et »i = »jWi ), tel que par restriction des deux
membres de l’isomorphisme µa »i on obtienne l’identit¶e.
Munissons ensuite le flbr¶e vectoriel » = (E …! V ) d’une m¶etrique
riemannienne G-invariante h ; i, dont la restriction µa »Ui co˜‡ncide, via
l’isomorphisme 'i, avec l’image r¶eciproque par …i de sa restriction µa »i
(ce qui est possible: un argument de partition G-invariante de l’unit¶e le
montre).
Munissons » d’une connexion riemannienne G-invariante r1, dont la
restriction µa »Ui co˜‡ncide, via l’isomorphisme 'i avec l’image r¶eciproque
par …i de sa restriction µa »i, et telle que r1Xk = µk pour tout k 2 K.
Choisissons d’autre part une m¶etrique riemannienne G-invariante
hh ; ii sur le flbr¶e tangent µa U–, telle que Xh0 soit orthogonal µa Xk




pour X 2 ´(U–):
D¶esignons par r– la connexion lin¶eaire sur »– = (E0U– …! U–) d¶eflnie
par:
r– = r1 + fi
O
S1h0
(oµu S1h0 = µh0 ¡r1Xh0 ) (c’est µa dire pour X 2 ´(U
–), et ¾ 2 ¡(»–) on a
r–X¾ = r1X¾ + fi(X)(µh0¾ ¡r1Xh0¾)):
- r– pr¶eserve la m¶etrique h i: pour X 2 ´(U–); ¾; ¿ 2 ¡(»–) on a
l’¶egalit¶e
X: h¾; ¿i = hr–X¾; ¿i+ h¾;r–X¿i
en efiet, si X est orthogonal µa Xh0 alors r–X = r1X et l’¶egalit¶e est
v¶erifl¶ee puisque r1 est riemannienne. Et pour X = Xh0 , l’¶egalit¶e est
encore satisfaite puisque r–Xh0 = µh0 et la m¶etrique h i est G-invariante.
- r– est G-invariante: pour h 2 g, X 2 ´(U–) on a
(") [µh;r–X ] = r–[Xh;X]
en efiet, si X est orthogonal µa Xh0 alors [Xh; X] l’est aussi puisque
la m¶etrique h i est G-invariante et [Xh; Xh0 ] est nul, d’oµu r–[Xh;X] =
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r1[Xh;X] et r–X = r1X et par suite (") en d¶ecoule puisque r– est
G-invariante. Et pour X = Xh0 , l’¶egalit¶e (") est encore satisfaite puisque
h0 appartient au centre de l’algµebre de Lie G.
- r– est une ’-connexion: r– ¶etant G-invariante, on en d¶eduit que
r–(µh ¡ r–Xh) = i(Xh)R– pour tout h 2 g (R– d¶esigne la courbure der–) d’oµu i(Xh0)R– = 0 et i(Xh)R– = 0 pour tout k 2 K, ceci implique
que i(Xh0)4w– (’) = 0 et i(Xk)4w– (’) = 0 pour tout k 2 K.
On en d¶eduit que4w–(’) = 0 (puisque dim4w–(’) = dimV ¡dimK).
D’autre part, ¶etant donn¶ee la naturalit¶e de l’homomorphisme de
Chern-Weil, la restricton de la forme difi¶erentielle 4w–(’) µa Ui, i 2 I,




4w1(’) = 0 pour tout i 2 I.
















pour tout i 2 I.




’( eR; eR; : : : ; eR):
eR d¶esignant la courbure de la connexion er = tr–+ (1¡ t)r1 d¶eflnie sur
le flbr¶e vectoriel
»(Ui¡Wi) £ [0; 1] = (Ej(Ui¡Wi) £ [0; 1]
…£id! (Ui ¡Wi)£ [0; 1]);
on a: er = r1 + t(r– ¡r1) = r1 + tfiOS1h0 ;
d’oµu eR = R1 + d(tfi)NS1h0 (car r1S1h0 = i(Xh0)R1 = i(Xh0)…⁄iR1, oµu
R
1
d¶esignant la courbure de la connexion r1 = restriction de r1 µa Wi,
et par suite r1S1h0 = 0 puisque Xh0 est projetable sur 0).















1; : : : ; R1| {z }
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1; : : : ; R1| {z }
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Cil (l ¡ j)tl¡j¡1dt ^ (’(R1; : : : ; R1| {z }
j









1; : : : ; R1| {z }
j




) ^ fi ^ (dfi)l¡j¡1
autrement dit, ¡ 4w–w1 (’) est la composante de degr¶e (2l ¡ 1) de la
forme difi¶erentielle h¶et¶erogµene
’(R1 + S1h0 ; : : : ; R















L’op¶erateur S1h0 en tant que section du flbr¶e vectoriel des endomor-
phismes de »Ui co˜‡ncide, via l’isomorphisme 'i, avec l’image r¶eciproque
par …i de sa restriction S
1
h0 au flbr¶e des endomorphismes de »i, en efiet:
Les deux sections S1h0 et …
⁄S
1
h0 co˜‡ncident en-dessus deWi, de plus on a

















i (0) = 0 (r
1
d¶esignant
la restriction de r1 µa Wi). Le transport par parall¶elisme induit par la
connexion r1 implique que les deux sections co˜‡ncident partout.
Finalement, on peut ¶ecrire:
























































1¡dfi = 0 puisque le champ de vecteur Xh0 est tangent aux flbres
de (Ui
















RNi d¶esignant la courbure d’une connexion riemannienne G-invariante
sur Ni = flbr¶e normale µa Wi dans V . (µNih0 est section du flbr¶e des
endomorphismes antisym¶etriques de Ni, puisque le tore engendr¶e par h0
opµere trivialement sur Wi.)
D¶emonstration du lemme: F. G¶omez avait donn¶e une d¶emonstration
de ce lemme en utilisant la partition de l’unit¶e, le th¶eorµeme de Stokes et
la d¶emonstration du th¶eorµeme de Gauss-Bonnet-Chern. Nous montrons
en fait, sans partition de l’unit¶e, qu’en utilisant l’op¶erateur difi¶erence de
Bott que ce lemme se d¶eduit du th¶eorµeme de Gauss-Bonnet-Chern.







1¡ dfi ^ …
⁄
i ´mi(R
Ni + µNih0 )
¶‚
= 1
























= 0, pour tout j ‚ mi.
D¶esignons par ·i la restriction µa Ui ¡ Wi du flbr¶e tangent vertical
Ker(d…i). Il s’identifle canoniquement au flbr¶e image r¶eciproque de Ni
par l’application
–
…i = …ij(Ui¡Wi) .
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Le G-flbr¶e vectoriel ·i poss¶ede Zi (= champ de vecteurs transversal)
comme section partout non nulle et G ¶equivariante, (cf. 4.11). Aprµes
avoir muni ce G-flbr¶e vectoriel de la m¶etrique riemannienne image r¶e-
ciproque de celle existante sur Ni, on peut le munir de 3 connexions
riemanniennes G-invariante:
(⁄) ri = –…irNi , connexion image r¶eciproque d’une connexion rieman-
nienne G-invariante rNi choisie sur Ni,
(⁄⁄) ri– = ri + fiNSih0 , avec Sih0 = µ·ih0 ¡riXh0 ,
(⁄⁄⁄) rZi , connexion riemannienne G-invariante pr¶eservant le champ
de vecteurs transversal normalis¶e ZijZij , telle que r
Zi
Xh0
= µ·ih0 , (ce
dernier choix est possible car K0 opµere quasi-librement sur Ui ¡ Wi,
cf. Lemme 4.8).
En d¶esignant par 4wiwi– (resp. 4wi–wZi et 4wZiwi) l’op¶erateur difi¶e-
rence de Bott associ¶e au couple de connexions
'ri;ri–“
(resp.
'ri–;rZi“ et 'rZi ;ri“), on a: 4wiwi–(´mi) +4wi–wZi (´mi) +





(4wiwi–(´mi) +4wi–wZi (´mi) +4wZiwi(´mi)
‚
= 0;





4wiwZi (´mi) = 1:
D’autre part, le me^me calcul qui nous a permis de d¶eduire la formule (E),




1¡ dfi ^ …
⁄
i ´mi(R














´mi((mi eR; : : : ; eR| {z }):
eR d¶esignant la courbure de la connexion er = tri–+(1¡t)rZi d¶eflnie sur
le flbr¶e vectoriel p¡1(·i) = flbr¶e image r¶eciproque de ·i par la projection
naturelle p : (Ui ¡Wi)£ [0; 1]! Ui ¡Wi.
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En munissant la vari¶et¶e (Ui ¡Wi)£ [0; 1] de l’action g:(x; t) = (g:x; t)
pour g 2 G, x 2 (Ui ¡Wi), et t 2 [0; 1], et le flbr¶e p¡1(·i) de l’action
image r¶eciproque; on en d¶eduit que la projection p devientG-¶equivariante
et la connexion er devient G-invariante et pr¶eservant la m¶etrique image
r¶eciproque. De plus, on a: erXh0 = µ(h0) car ri–Xh0 = µh0 et rZiXh0 = µh0 ,
d’oµu i(Xh0) eR = 0 et par suite i(Xh0)´mi( eR) = 0 et i(Xh0) 4wi–wZi







Le champ de vecteurs Xh0 ¶etant tangent aux flbres de la flbration





4wi–wZi (´mi) = 0:
Il reste µa v¶erifler ii).
La courbure Ri– de la connexion ri– est donn¶ee par:



















1¡ dfi ^ …
⁄
i ´mi(R
Ni + µNih0 )
¶
2j+1



































d’autre part, puisque i(Xh0)4wi–wzi (´mi) = 0 et i(Xh0)dfi = 0, on en
d¶eduit que le second membre de l’¶egalit¶e ci-dessus est nul.
Ceci achµeve la d¶emonstration du lemme.
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